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Wprowadzenie

Wynik analityczny to efekt przeprowadzonego pomiaru(éw).

Pomiar to zatem narzedzie wykorzystywane w celu uzyskania
wymaganego wyniku.

Otrzymanie miarodajnego wyniku jest efektem zastosowania
odpowiednio wybranego narzedzia.

Np.: pomiar objetosci titrantu mozna zrealizowac za pomoca:
- wiadra ::))!!!

- butelki :)!

- kroplomierza :)?

- biurety z podziatkg co 1 ml :) - zalezy jakg objeto$¢ mamy
odmierzy¢ - gdy np.: 1000 ml to OK.

- odpowiednio dobranej biurety!!!
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Wprowadzenie

Pomiar bezposredni - to co oznaczam
jest tym co mierze.

Pomiar posredni - to co oznaczam jest
obliczane (wyznaczane) w oparciu o
parametry, ktore mierze.

Wprowadzenie

Postepowanie analityczne -
PROCEDURA ANALITYCZNA

ETAPY PROCEDURY ANALITYCZNEJ:
- pobieranie probki,

- przygotowanie probki,

- kalibracja,

- 0znaczenie koncowe,
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Statystyka matematyczna

Cze$¢ matematyki oparta na wykorzystaniu rachunku
prawdopodobienstwa oraz ukierunkowana na badanie
prawidlowosci pojawiania sie okreSlonych cech w
obiektach materialnych lub zjawiskach, wystepujgcych
masowo, tzn. mogacych pojawiac sie dowolng ilos¢ razy.

Statystyka przedstawia te prawidtowosci za pomocg liczb.

A:

Statystyka matematyczna

Statystyka pozwala znalez¢ odpowiedz na wiele pytan np.:
- Jak doktadny jest wynik oznaczenia?

- Jak wiele oznaczen powinno by¢ przeprowadzonych aby
zwiekszy¢ precyzje pomiaru?

- Czy badany produkt spetnia stawiane mu wymogi,
normy?

Statystyka to narzedzie, ktérego uzywanie musi by¢
prowadzone w sposob rozsadny i zrozumiaty.

A\s
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Statystyka matematyczna
Parametry statystyczne

Wielkosci liczbowe stuzgce do opisu struktury zbiorowosci
statystycznej w sposob systematyczny.

Wséréd tych parametréow wyrdznic mozna cztery podstawowe
grupy:

e miary potozenia
® Mmiary rozproszenia
e miary asymetrii

e miary skupienia A:

Statystyka matematyczna

Miary potozenia

Miary potozenia charakteryzujg za pomoca jednej wartosci (w sposéb
syntetyczny) ogdiny poziom wartosci cechy w zbiorowosci.

Do najczesciej stosowanych miar potozenia nalezg

 Srednia arytmetyczna
* modalna
+ kwantyle
* mediana

» decyle




Statystyka matematyczna

Srednia arytmetyczna

suma wartosci cechy mierzalnej podzielona przez liczbe jednostek
skonczonej zbiorowosci statystycznej:

n
Xi
/=1

n

Xo=

Sr

Statystyka matematyczna
Wybrane wtasciwosci Sredniej arytmetycznej:
e suma wartosci cechy jest réwna iloczynowi Sredniej
arytmetycznej i liczebnosci zbiorowosci;
e S$rednia arytmetyczna spetnia warunek:
Xmin < Xs’r < Xmax
e (suma odchylen poszczegolnych wartosci cechy od Sredniej
rowna sie zero: n
2. (X, —x4)=0
/=1

e suma kwadratéw odchylen poszczegdlnych wartosci cechy od
Sredniej jest minimalna:

n

Z(Xi - X, )’ =min

/=l
e S$rednia arytmetyczna jest wrazliwa na skrajne wartosci cechy,

e S$rednia arytmetyczna z proby jest dobrym przyblizeniem -
(oszacowaniem, estymatorem) wartosci oczekiwanej. A\

2010-10-20



2010-10-20

Statystyka matematyczna

Modalna

Modalna Mo (dominanta, moda, wartoS¢ najczestsza) - jest to
wartosS¢ cechy statystycznej, ktdra wystepuje najczesciej. W zbiorze
wynikdw moze wystgpi¢ kilka takich, ktére stanowig wartos¢
modalna.

Statystyka matematyczna

Kwantyle

Kwantyle Q - definiuje sie jako wartosci cechy badanej zbiorowosci,
przedstawionej w postaci szeregu statystycznego, ktére dzielg
zbiorowoS¢ na okreSlone czesci pod wzgledem liczby jednostek,
czesci te pozostajg do siebie w okreslonych proporcjach.

Kwantyl rzedu 1/2 to inaczej mediana.

Kwantyle rzedu 1/4, 1/2, 3/4 sg inaczej nazywane kwartylami.
Kwantyle rzedu 1/10, 2/10,..., 9/10 to inaczej decyle.
Kwantyle rzedu 1/100, 2/100,..., 99/100 to inaczej percentyle.

A\u




Statystyka matematyczna

Kwartyle

Kwartyl pierwszy Q, dzieli zbiorowos¢ na dwie czesci w ten sposob,
ze 25% jednostek zbiorowosci ma wartosci cechy nizsze badz rowne
kwartylowi pierwszemu @,, a 75% rowne badz wyzsze od tego
kwartyla.

Kwartyl drugi @, to mediana.

Z kolei kwartyl trzeci Q; dzieli zbiorowos$¢ na dwie czesci w ten
sposob, ze 75% jednostek zbiorowosci ma wartosci cechy nizsze
badz rowne kwartylowi pierwszemu Q;, a 25% rowne badz wyzsze
od tego kwartyla.

A:s

Statystyka matematyczna

Mediana

Mediana (wartoS¢ s$rodkowa) Me - Srodkowa liczba w
uporzagdkowanej niemalejgco prébce (dla probki o licznosci
nieparzystej) lub Srednia arytmetyczna dwoch liczb Srodkowych
(dla probki o licznosci parzystej).

Mediana dzieli zbiorowo$¢ na dwie réwne czesci; potowa
jednostek ma wartosci cechy mniejsze lub réwne medianie, a
potowa wartosci cechy réwne lub wieksze od Me - stad nazwa
wartos¢ Srodkowa.
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Statystyka matematyczna

Decyle

Decyle np. decyl pierwszy oznacza, ze 10% jednostek ma
wartosci cechy mniejsze badz rowne od decyla pierwszego, a
90% jednostek wartosci cechy rowne lub wieksze od decyla
pierwszego.

Statystyka matematyczna
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Statystyka matematyczna

Miary rozproszenia (zmiennosci, dyspersji)

Z reguly miary rozproszenia odnoszg sie do okreslania rdznic
pomiedzy obserwacjami a wartoscig Srednig.

Do najczesciej stosowanych miar rozproszenia naleza:

e rozstep
e wariancja
e odchylenie standardowe

e wspdbtczynnik zmiennosci

Statystyka matematyczna

Rozstep

Rozstep to rdéznica pomiedzy wartoscig maksymalng, a minimalng
cechy - jest miarg charakteryzujgcg empiryczny obszar zmiennosci
badanej cechy, nie daje on jednak informacji o zréznicowaniu
poszczegolnych wartosci cechy w zbiorowosci.




Statystyka matematyczna

Wariancja

Wariancja jest to S$rednia arytmetyczna kwadratow odchylen
poszczegolnych wartoéci cechy od Sredniej arytmetycznej
zbiorowosci.

1 & ?
2
Sy - S — 1.
n—].;( / 5/’)
n>1I11
dlan=2 "
R
B =0 —

Statystyka matematyczna

Odchylenie standardowe

Definiowane jako miara rozproszenia uzyskanych poszczegolnych
wartosci oznaczen wokot wartosci Sredniej:

n
:E:(XV _')(ﬁ;y
o = /=1

n-1

gdzie:
X; — wartosc pojedynczego wyniku oznaczenia;
X — Srednia arytmetyczna z uzyskanych wynikow,
n — liczba uzyskanych wynikow; A\z :

2010-10-20
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Statystyka matematyczna

Odchylenie standardowe jest rowne zeru wtedy i tylko wtedy, gdy
wszystkie wyniki sg identyczne. W kazdym innym przypadku
wielkosS¢ ta jest dodatnia. Zatem im wieksze rozproszenie wynikéw,
tym wartos¢ s jest wieksza.

Rozrzut wynikdow zwigzany jest z kazdym postepowaniem
analitycznym. Mozliwe jest natomiast, ze zjawiska tego nie udato sie
zaobserwowaC ze wzgledu na np. zbyt niskg rozdzielczos¢
stosowanego przyrzadu pomiarowego.

A?

Statystyka matematyczna

Serie  wynikbw pomiaréw uzyskane z wykorzystaniem
przyrzadéw kontrolno-pomiarowych o réznej rozdzielczosci.

Przyrzad 1 |Przyrzad 2 | Przyrzad 3
17 16,8 16,83
17 17,1 17,14
17 16,9 16,88
Uzyskane wyniki 17 17,4 17,43
17 17,3 17,27
17 17,2 17,24
17 17,0 16,96
Wartosé odchylenia 0 0,22 0,223
standardowego

2010-10-20
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Odchylenie standardowe:

a. dla znanej wartosci rzeczywistej

c. wzgledne odchylenie standardowe

RSD (s;)= -

$r
d. odchylenie standardowe $redniej arytmetycznej

S

Jn

L=

12



e. odchylenie standardowe metody (ogdlne)

S, = iis?(n.—l)
g n_k/:1 i \"

gdzie:
n - ogolna liczba oznaczen
k - liczba serii

dla réwnolicznych serii wzor upraszcza sie do postaci:

iR
B — ;-ZS,

i=1

Statystyka matematyczna

Wspotczynnik zmiennosci

Wspotczynnik zmiennosci (CV) powstaje przez pomnozenie wartosci
RSD przez 100%:

CV = RSD -100%

Wspotczynnik zmiennoSci - jest ilorazem bezwzglednej miary
zmienno$ci cechy i Sredniej wartosci tej cechy, jest wielkoScig
niemianowang, najczesciej podawang w procentach.

Wspotczynnik  zmiennosSci  stosuje  sie w  poréwnaniach
zrdznicowania:

. kilku zbiorowosci pod wzgledem tej samej cechy,

J tej samej zbiorowosci pod wzgledem kilku réznych cech. A\”

2010-10-20
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Statystyka matematyczna

Miary asymetrii

Wskaznik skosnosci - wielko$¢ bezwzgledna wyrazona jako rdznica
miedzy Srednig arytmetyczng a modalna.

Wspotczynniki skosnosci (asymetrii) - s stosowane w poréwnaniach,
do okreslenia sity oraz kierunku asymetrii, sg to liczby niemianowane,
im wieksza ich wartos$¢ tym silniejsza asymetria.

Pozycyjny wspotczynnik asymetrii okresla kierunek i site asymetrii
jednostek znajdujgcych sie miedzy pierwszym z trzecim kwartylem.

AT

Statystyka matematyczna

Miary koncentracji

Wspotczynnik skupienia (koncentracji) (kurtoza) K - jest miarg
skupienia poszczegdinych obserwacji wokot Sredniej. Im  wyzsza
warto$¢ wspotczynnika tym bardziej wysmukia krzywa liczebnosci,
wieksza koncentracja wartosci cech wokot Sredniej.

2010-10-20
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Statystyka matematyczna
Rozkiady zmiennych losowych

Zastosowanie okreSlonej procedury analitycznej sprawia, ze w
sposdb jednoznaczny wyznaczony jest rozktad wynikdw pomiarow
(cechy), ktére mozna traktowac jako niezalezne zmienne losowe.
Wynik jest konsekwencjg przeprowadzenia pomiaru. Zbior
otrzymanych wynikdw oznaczen tworzy rozktad (empiryczny).

Rozktad normalny

niezwykle wazny rozktad prawdopodobienstwa w  wielu
dziedzinach (rozktad Gaussa)

definiowany dwoma parametrami: $rednig (odpowiada za
potoZenie rozktadu) i odchyleniem standardowym (ska/a)w -

Wiasnosci rozktadu normalnego M(,, S): ;‘ "‘&
e wartos¢ oczekiwana: z, — LS
e mediana: 4, -l =
e wariancja: & Narmal A:e

Statystyka matematyczna
Rozktad jednostajny (prostokatny)

ciggty rozktad prawdopodobienstwa, dla ktdérego gestosé
prawdopodobienstwa w przedziale (—a, + @) jest stata i rézna od
zera, a poza nim réwna zeru.

Poniewaz rozktad jest ciggty, nie ma wiekszego znaczenia czy
punkty -ai +a wiaczy sie do przedziatu czy nie. Rozktad jest
okreslony parg parametrow -ai +a.

Wiasnosci rozkfadu jednostajnego:

e wartos¢ oczekiwana: 0 |
e mediana: 0 4
e wariancja: /3 =

Unifarm I

2010-10-20
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Statystyka matematyczna

Rozkiad tréjkatny

Wiasnosci rozktadu trdjkatnego w przedziale (—a, + a) :
e wartos¢ oczekiwana: 0
e mediana: 0

e wariancja: &/6

-EiT' | @
fiangular .

Statystyka matematyczna

Znajomos¢ rozktadu zmiennej losowej - petna informacja na temat
badanej cechy (moze to by¢ np.: stezenie, zawarto$¢, witasciwosc
fizykochemiczna).

Rzadko istnieje mozliwos¢ dysponowania takg petng informacja.

Whnioskowanie na temat cechy oparte o analize pewnej
ograniczonej liczby elementéw (probek) reprezentujgcych fragment
catego zbioru opisywanego rozktadem.

Wtedy nalezy wnioskowaé o badanej cesze na podstawie
oszacowania niektorych jej parametréw (parametry statystyczne)
lub na podstawie rozktadu empirycznego.

A\az

2010-10-20
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Statystyka matematyczna
Weryfikacja hipotez statystycznych

Hipoteza to sad o populacji oparty na prawdopodobienstwie,
przyjety w celu wyjasnienia jakiego$ zjawiska, prawa lub faktu i
wymagdajacy sprawdzenia; przypuszczenie.

Weryfikacjg hipotez nazywamy sprawdzanie sadéw o populacji,
sformutowanych bez zbadania jej catosci. Przebieg procedury
weryfikacyjnej wyglada nastepujgco:

1. Sformutowanie hipotezy zerowej i alternatywnej
Hipoteza zerowa — H, - prosta postac¢ hipotezy poddana testom

Hipoteza alternatywna — #, - przeciwstawiona hipotezie zerowej

2. Wybér odpowiedniego testu
Test stuzy do sprawdzania hipotezy. A:s

Statystyka matematyczna

3. Okreslenie poziomu istotnosci o.

4. Wyznaczenie obszaru krytycznego testu

Wielko$¢ obszaru krytycznego wyznacza dowolnie maty poziom
istotnosci o, natomiast jego potozenie okreslane jest przez hipoteze
alternatywna.

5. Obliczenie parametru testu na podstawie proby

Wyniki préby opracowuje sie w odpowiedni sposdb, zgodnie z
procedurg wybranego testu i sg one podstawg do obliczenia
statystyki testowej.

A\u
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Statystyka matematyczna

6. Podjecie decyzji

Wyznaczona na podstawie proby wartoS¢ statystyki porownywana
jest z wartoscig krytyczng testu.

- Jezeli warto$¢ ta znajdzie sie w obszarze krytycznym to hipoteze
zerowg nalezy odrzuci¢ jako nieprawdziwg.

* Jezeli natomiast wartosc¢ ta znajdzie sie poza obszarem krytycznym
oznacza to, ze brak jest podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej.
Stad wniosek, ze hipoteza zerowa moze by¢ prawdziwa.

ks

Statystyka matematyczna
Rodzaje bteddw popetnianych przy weryfikacji:

btedy I-go rodzaju - odrzucenie hipotezy zerowej H, gdy jest ona
prawdziwa

btedy II-go rodzaju - przyjecie H, gdy jest ona fatszywa

hipoteza
prawdziwa | fatszywa
8
1;" \/ btad II-go
S| & rodzaju
3
gl &
E="| o)
S | btad I-go \/
5 | rodzaju
o /A\;;s

2010-10-20
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Statystyka matematyczna

Coraz czeSciej do weryfikowania hipotez  statystycznych
wykorzystywane sg réznego rodzaju programy komputerowe (np.
program Statistica).

W takim przypadku sposdb postepowania ogranicza sie do
wyliczenia, dla badanego zbioru danych, parametru p — po wybraniu
odpowiedniego testu statystycznego.

Tak obliczona warto$¢ poréwnuje sie nastepnie z przyjetg wartoscig
poziomu istotnosci a.

Jezeli obliczona warto$¢ p jest mniejsza od wartosci a: p < a
odrzuca sie hipoteze zerowg H,. W przeciwnym przypadku hipotezy
zerowej nie odrzuca sie.

AT

Statystyka matematyczna

Cyfry znaczace, reguty zaokraglania liczb

Problem poprawnego zapisywania wynikdbw pomiaréw polega
najczesciej na zrozumieniu czym sg cyfry znaczace i na poznaniu
regut towarzyszacych zaokraglaniu liczb.

Cyfry znaczace to w zapisie dziesiethym danej liczby wszystkie jej
cyfry bez poczatkowych zer. Aby okresli¢ ilos¢ cyfr znaczacych w
liczbie nalezy ,czytal” liczbe od lewej strony az do napotkania
pierwszej cyfry réznej od zera. Ta cyfra i kazda nastepna to sg
wiasnie cyfry znaczace.

A\aa

2010-10-20

19



Statystyka matematyczna

Dla przyktadu w ponizej przedstawionych liczbach podkreSlono te

cyfry, ktore sg cyframi znaczgcymi.
11,23

0,00123
0,1200
203,20
3,3-103

<5
Pierwsza z
odrzucanych cyfr jest
mniejsza od 5

Ostatnia z pozostawionych
cyfr nie ulega zmianie

>5
Pierwsza z
odrzucanych cyfr jest
wigksza od 5

Do ostatniej z pozostawionych
cyfr dodaje sie jednos¢

=5
Sposrod
pozostatych odrzuconych tak

cyfr przynajmniej jedna
jest rézna o zera

40

Pozostawiong cyfre zaokragla
sie do najblizszej cyfry
parzystej -

Gdy jest to juz cyfra parzysta
to pozostaje bez zmian

Gdy jest cyfra nieparzysta to
dodaje sie jednosc

2010-10-20
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PROCEDURA ANALITYCZNA
(METODYKA ANALITYCZNA)

41

(\

Sygnat - nastepstwo i konsekwencja przeprowadzonego
pomiaru — gtéwny obiekt zainteresowan analityka.

Cel pracy analityka - uzyskanie informacji analitycznej o
badanym obiekcie na podstawie otrzymanego w wyniku
zastosowania odpowiedniej procedury pomiarowej sygnatu
wyjsciowego.

Ay
S o &

42

Q
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Pod postacig syghatu jest kodowana informacja na temat
badanej probki. Rola analityka polega, zatem na
,rozkodowaniu” otrzymanego sygnatu i to w taki sposdb,

aby uzyskana informacja byta jak najbardziej miarodajna.

Narzedziem stuzacym do tego rozkodowania jest proces
analityczny i stosowane w nim procedury analityczne.

g/dm®  mg/m3
Mg ng

=

1
|\
-

Cechg kazdego sygnatu jest jego wielkos¢. Przy
niektérych pomiarach sygnatowi mozna nadac takze
parametr pozycji (umiejscowienia).

Parametry metody analitycznej wyznaczane sq w oparciu
o analize otrzymanych wartosci sygnatdw i o tym nalezy
pamieta¢ w trakcie ich okreslania.

Ao

2010-10-20
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Precyzja (ang. precision) — zgodnoS¢ pomiedzy niezaleznymi wynikami
uzyskanymi w trakcie analizy danej probki z zastosowaniem danej
procedury analitycznej.

Powtarzalnos$¢ (ang. repeatability) — precyzja wynikdw uzyskanych w
tych samych warunkach pomiarowych (dane laboratorium, analityk,
instrument pomiarowy, odczynniki).

Precyzja posrednia (ang. /intermediate precision) — dtugoterminowe
odchylenie procesu pomiarowego, do ktérego wyznaczenia wykorzystuje
sie odchylenie standardowe serii pomiarow uzyskanych w danym
laboratorium w kilkutygodniowym okresie czasu. Precyzja posrednia jest
pojeciem szerszym od powtarzalnosci.

Odtwarzalnos¢ (ang. reproducibility) — precyzja wynikdw uzyskanych w
roznych laboratoriach z zastosowaniem danej metody pomiarowe;j.
45

Doktadnos¢ (ang. accuracy) — zgodnoSC pomiedzy uzyskanym
wynikiem pomiaru z wartoscig rzeczywistg (oczekiwang).

Poprawnos$C¢ (ang. (frueness) — zgodno$¢ wyniku oznaczenia
(obliczonego na podstawie serii pomiaréw) z wartoscig oczekiwana.

2010-10-20
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AX,

syst
AXS'CI
. X, X3 x|
| 1 ||5|=

|
P X /k’ X,
Hx w2 Xit ~6

____;..k__

Ax,

0X;
Ax,, - blad systematyczny metody analitycznej
Ax; - btad przypadkowy pojedynczego wyniku

Axg; - blad przypadkowy Sredniej arytmetycznej
oX; - btad gruby

Ze wzgledu na sposdb podawania wartosci btedu wyniku oznaczenia
mozna wyrdznic:

btad bezwzgledny - d,, ktéry opisa¢é mozna nastepujaca zaleznoscia:

dx = X; — Hy

i

btad wzgledny - &,, opisywany za pomocg réwnania:

2010-10-20
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Z kolei biorgc pod uwage zrédta bteddw, wyrdzni¢ mozna:
. btedy metodyczne
. btedy instrumentalne

. btedy osobowe

Doktadnosc¢ i miary niedoktadnosci

1. doktadnoé¢ wyniku pojedynczego oznaczenia (DOKEADNOSC):

d, =x,—u, =Ax

X

ast T AX,; + OX;

2. doktadnoé¢ wyniku analizy (POPRAWNOSC):

d

Xgr

By Xs'r —Hy = AXsyst +AXs'r

3. doktadnos¢ procedury analitycznej:

d :E(Xmet)_/ux = AX

X syst

25



BLAD GRUBY

o wynik jednorazowego wptywu przyczyny dziatajgcej przejsciowo,

e wystepuje przy niektorych pomiarach,

e przyczyny to np.: pomyika przy odczycie wskazan przyrzadu

pomiarowego, pomytka w obliczeniach,

e zmienna losowa - jednak o nieznanym rozkiadzie i nieznanej

wartosci oczekiwanej,

¢ naijtatwiejszy do wykrycia i usuniecia,

e bywa zaréwno dodatni jak i ujemny (inaczej niz w przypadku

btedu systematycznego).

A:ﬂ

BLAD SYSTEMATYCZNY

e blad systematyczny staty - warto$¢ nie zalezy od poziomu

zawartosci analitu — a,;

e btad systematyczny zmienny - wartos¢ btedu zalezy (liniowo) od
poziomu zawartosci analitu - b, 1/,

AXsyst 3 asyst = bsyst ':Ux

Xg =Hy T AXsys = Mt Asyst + bsyst Hye = asy5f+(1 +b5V5J b

2010-10-20
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Rozrzut wynikow
Btedy przypadkowe:

e wystepujg zawsze,

e s zazwyczaj mate i powodujg, ze wynik nieznacznie rézni sie od
wartosci rzeczywistej,

e przyczyna powstawania - zespét czynnikdw przypadkowych,

o wielko$¢ btedu - zmienna losowa,

e zmniejszanie wielkosci btedu przez zwiekszanie ilosci pomiardw,
¢ nie mozna ich wyeliminowac stosujgc poprawki,

e rozktad Gaussa - opis rozktadu bteddw przypadkowych.

ILIII /‘I'IZ

np.: wykonanie dang metodg pomiarowg (state odchylenie standardowe) analiz
dla prébek o réznej zawartosci analitu

Hi=H

np.: wykonanie analiz dla tej samej probki (taka sama warto$¢ oczekiwana)
dwiema niezaleznymi metodami (rézne wartosci odchylen standardowych)

A\m
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